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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КРОВОТОКА В  
ОБЛАСТИ РАЗВЕТВЛЕНИЯ ВНУТРЕННЕЙ СОННОЙ АРТЕРИИ 

НА КОНЕЧНЫЕ ВЕТВИ 
 

Н. А. Трушель, В. А. Мансуров 
УО «Белорусский государственный медицинский университет»,  

Минск, Республика Беларусь 
 

В настоящее время фрагментарны сведения о влиянии гемодинамического фак-
тора на строение стенки сосудов мозга, а также о взаимосвязи между строением стенки 
артерий с особенностями кровотока, что важно для понимания причин ишемического и 
геморрагического инсультов. Цель настоящего исследования – установить особенности 
кровотока в месте разделения внутренней сонной артерии на конечные ветви у взросло-
го человека. По морфометрическим параметрам, соответствующим разветвлению внут-
ренней сонной артерии на переднюю и среднюю мозговые артерии, была построена 
геометрическая модель, в которой материнский сосуд разделялся на два дочерних со-
суда. Моделирование проводилось с учетом имеющихся в латеральных углах разделе-
ния внутренней сонной артерии утолщений (атеросклеротических бляшек) у взрослого 
человека. Модельные расчеты проводились с помощью пакета численного моделирова-
ния кафедры Био- и наномеханики БГУ, который решает системы нелинейных диффе-
ренциальных уравнений в частных производных методом конечных элементов в двух 
измерениях. В результате математического моделирования установлено, что в дочер-
них сосудах геометрической модели дистальнее утолщений наблюдается тенденция к 
турбулизации кровотока (Re>300), что может способствовать механическому воздейст-
вию на эндотелий сосудов у человека. Появление локальных завихрений кровотока в 
области латеральных углов бифуркации модели связано с тем, что ток проходит через 
место стеноза, обусловленное наличием бляшек, с большей скоростью и попадает в 
расширенный участок сосуда, где скорость тока снижается. Максимальное воздействие 
потока крови наблюдается на стенку апикального угла бифуркации, что может способ-
ствовать ее деформации. Таким образом, локальные завихрения кровотока дистальнее 
утолщений могут способствовать повреждению эндотелия сосудов внутренней сонной 
артерии и увеличению протяженности и толщины бляшек от центра бифуркации к пе-
риферии. Максимальное воздействие потока крови наблюдается на стенку апикального 
угла бифуркации, что может способствовать ее выпячиванию и образованию аневриз-
мы.  
Ключевые слова: артерии мозга, гемодинамика, атеросклеротические бляшки. 
 
Mathematical modeling of blood flow through the branching area of the internal carotid artery 
into terminal branches  
N.A. Trushel, V. A. Mansurov 
Belarusian State Medical University, Minsk, Republic of Belarus 

At the moment, we still do not have enough information about the impact of hemody-
namic factors on the wall of brain blood vessels structure as well as the relationship between 
the arteries wall structure and the blood flow characteristics, which are important for under-
standing of ischemic and hemorrhagic strokes causes. The purpose of this study is to deter-
mine features of blood flow in the branching area of the internal carotid artery into terminal 
branches in the adult humans. According to morphometric parameters corresponding to the 
branching of the internal carotid artery to the anterior and middle cerebral arteries, a geomet-
ric model was constructed in which the mother vessel was divided into two daughter vessels. 
The modeling was carried out taking into account the existing thickening (atherosclerotic 
plaques) of the internal carotid artery in the lateral corners in an adult. Model calculations
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were carried out with help of a numerical modeling package of the Department of Bio- and 
Nanomechanics of BSU, which calculate the systems of nonlinear partial differential equa-
tions using finite element method in two space dimensions. As the result of mathematical 
modeling tendency to turbulation of blood flow (Re > 300) in the daughter vessels of the 
geometric model more distant than thickenings was found, which can foster the mechanical 
impact on the endothelium of blood vessels in humans. The appearance of local turbulence of 
blood flow in the area of lateral angles of bifurcations of the model is due to the fact that 
blood flow passes through the place of stenosis caused by the presence of plaques with greater 
speed and falls into the expanded portion of the vessel where the velocity of blood flow is re-
duced. The maximum effect of blood flow is observed on the wall of the apical bifurcation 
angle, which can contribute to its deformation. Thus, local blood flow swirls distal to thicken-
ing can contribute to damage of the blood vessels endothelium of the internal carotid artery 
and increase the length and thickness of plaques from the center of bifurcation to the periph-
ery. The maximum effect of blood flow is observed on the wall of the apical bifurcation an-
gle, which can contribute to its protrusion and aneurysm formation.  
Keywords: cerebral arteries, hemodynamics, atherosclerotic plaques. 
 

Введение. Известно, что в местах разветвления мозговых артерий 
крупного и среднего диаметра (как правило, сосудов виллизиева круга) у 
взрослого человека образуются атеросклеротические бляшки, которые 
уменьшают их просвет [2, 5]. Выявление влияния гемодинамического фак-
тора на строение стенки сосудов в области разветвления мозгового отрезка 
внутренней сонной артерии на конечные ветви поможет понять возрастные 
изменения стенки артерий, способствующие возникновению стеноза либо 
аневризмы сосудов мозга. 

Цель настоящего исследования – установить особенности кровотока 
в месте разделения внутренней сонной артерии на конечные ветви у взрос-
лого человека. 

Материал и методы исследования. Для изучения особенностей гемо-
динамики в области разветвления внутренней сонной артерии на конечные 
ветви и изучения механического воздействия кровотока на стенку апи-
кального (места возможного образования аневризмы) и латеральных углов 
(места образования бляшек) бифуркации методом математического моде-
лирования была построена геометрическая модель (рис. 1) по заданным 
параметрам (табл. 1).  

В геометрической модели материнский сосуд (мозговой отрезок 
внутренней сонной артерии) разделялся на два дочерних сосуда (перед-
нюю и среднюю мозговые артерии) таким образом, что площадь сечения 
отходящих сосудов равнялась суммарной площади сечения материнского 
сосуда (рис. 1). Начало системы координат приходится на точку, получен-
ную в результате продолжения внутренних линий, построенных на внут-
ренней границе разветвляющихся сосудов. Ось абсцисс (х) проходит па-
раллельно оси основного сосуда. От нее отсчитываются 2 угла: α – откло-
нение более толстого сосуда от оси материнского сосуда, который равен 
15˚ и угол β – отклонение более тонкого сосуда, который в результате ис-
следования изменяли. Моделирование проводилось с учетом наличия в об-
ласти разветвления внутренней сонной бляшек, которые в построенной 
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Таблица 1  
Параметры расчета 

 

Параметр Обозначение Значение Единица 
измерения 

Диаметр материнского сосуда R 5 Мм 
Диаметр первого дочернего сосуда r1 3 Мм 
Диаметр второго дочернего сосуда r2 2 Мм 

Длина материнского сосуда L 15 Мм 
Толщина бляшки Dr 0,2 - 0,8 М 

Угол отклонения первого дочернего сосуда Α 15 Градус 
Угол отклонения второго дочернего сосуда Β изменяли Градус 

 
модели представлены в виде 
развертки линии длиной 21 LL  . 
Сужение в области бифуркации 
описывалось уравнением чет-
вертого порядка с локальным 
минимумом в области соедине-
ния внешних границ сосудов.  
С помощью математической 
модели были изучены такие 
параметры кровотока как на-
пряжение фон Мизеса внутри 
бляшки в области апикального 
угла бифуркации сосуда, на-

пряжение сдвига на стенке, распределение давления крови, двухмерное 
поле скоростей течения и число Рейнольдса. Параметры изучались при 
разных углах разветвления внутренней сонной артерии с учетом разной 
толщины бляшек (0,2; 0,6 и 0,8 мм). Кроме того, с помощью математиче-
ской модели определялся оптимальный угол разветвления внутренней сон-
ной артерии на переднюю и среднюю мозговые артерии, то есть тот, при 
котором существует наименьшая вероятность возникновения аневризм в 
результате механического воздействия кровотока на стенку сосуда.  

При кровотоке возникает механическое (нормальное) напряжение, 
перпендикулярное к стенке сосуда (бляшке), связанное с динамическим и 
гидростатическим давлением в области бифуркации артерии и касательное 
(тангенциальное) напряжение, пропорциональное градиенту скорости 
(вязкое трение). Для удобства оценки напряженно-деформированного со-
стояния стенки сосуда введена скалярная величина – квадрат суммы квад-
ратов разностей всех напряжений, возникающих в области бифуркации ар-
терий под действием кровотока – напряжение фон Мизеса, что с точно-
стью до постоянного множителя соответствует энергии упругого формо-
изменения. Условие Мизеса можно сформулировать следующим образом: 
состояние текучести наступает тогда, когда энергия упругого формоизме-
нения достигает некоторого критического значения [1]. 

 
Рис. 1. Геометрическая модель, построенная по 
заданным параметрам. 
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При моделировании в качестве начальных условий было принято, 
что средняя скорость течения на входе в материнский сосуд есть постоян-
ная величина, равная приблизительно 0,43 м/сек (у человека после 40 лет). 
На выходе разветвляющихся сосудов разность давления полагалась равной 
0 (постоянная величина). Это условие соответствует постоянному расходу 
жидкости, протекающей через данный сегмент.   
Вязкость крови, использованная в настоящем исследовании, вычислялась 
по формуле Каро [5]:  

       2122
0 1 

 
n

  , 
где  η0  – начальная вязкость, равная 29 мПа·с; η∞ – конечная вязкость, рав-
ная 4,3 мПа·с (модель ньютоновской жидкости); λ – структурный пара-
метр, зависящий от деформируемости эритроцитов, равный 1,3 с; n – 
структурный параметр, зависящий от агрегируемости эритроцитов, равный 
0,16, что соответствует нормальным показателям крови здорового челове-
ка.   

Плотность жидкости полагалась равной 1050 кг/м3. Расчеты прово-
дились с помощью пакета численного моделирования, который решает 
системы нелинейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных методом конечных элементов в двух измерениях [3]. 

Результаты и их обсуждение. В результате исследования установ-
лено, что в дочерних сосудах геометрической модели наблюдается тенден-
ция к турбулизации кровотока (Re>300) дистальнее утолщений (бляшек), 
расположенных в области латеральных углов бифуркации, что может спо-
собствовать механическому воздействию на эндотелий сосудов в месте 
разветвления мозгового отрезка внутренней сонной артерии у человека. 
Появление локальных завихрений кровотока связано с тем, что кровь про-
ходит через место стеноза, обусловленное наличием утолщений (приобре-
тает большую скорость) и попадает в расширенный участок сосуда, в ре-
зультате чего линия тока искривляется при сравнении с общим потоком. 
Локальные завихрения кровотока дистальнее бляшек могут способствовать 
повреждению эндотелия сосудов [2, 4, 6] и увеличению толщины, а также 
протяженности бляшки от центра бифуркации к периферии. Максимальное 
воздействие потока крови наблюдается на стенку апикального угла бифур-
кации (рис. 2, выделено красным цветом), что может способствовать ее 
деформации.  

При увеличении толщины бляшек (dr) (нарастании стеноза) отмеча-
ется увеличение максимального числа Рейнольдса и уменьшение давления 
на весь апикальный угол бифуркации и, наоборот, чем меньше бляшка, тем 
меньше максимальное число Рейнольдса и больше давление крови, однако 
оно более равномерное на весь апикальный угол. Стеноз способствует то-
му, что площадь воздействия потока крови на стенку всего апикального 
угла ветвления сосуда уменьшается, однако увеличивается давление крови 
на меньший по площади участок стенки сосуда. Учитывая тот факт, что 
при стенозе увеличивается скорость и давление кровотока, а также проис-
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Рис. 2. Параметры 
изучаемой модели 
(число Рейнольд-
са, давление) при 
величине угла 
бифуркации 
90˚(α+β). 

 
ходят возрастные дегенеративные изменения стенки сосудов (уменьшение 
толщины средней оболочки) [3], обусловленные атерогенезом, это может 
способствовать выпячиванию стенки артерии в данном месте и формиро-
ванию аневризмы. Из полученных графиков видно, что значительное 
уменьшение числа Рейнольдса и снижение давления крови наиболее вы-
ражено при отклонении сосуда с меньшим диаметром (β) на 50–60˚ (весь 
угол бифуркации α + β равен 65˚–75˚). Это свидетельствует о том, что та-
кой угол бифуркации является оптимальным, так как кровоток в нем про-
ходит место стеноза, вызванное наличием утолщений, с минимальными 
энергетическими потерями. Однако в области разветвления внутренней 
сонной артерии таких углов нет, что обусловливает большую частоту 
аневризм в переднем отделе виллизиева круга.  

При одинаковой толщине утолщений (бляшек), расположенных в об-
ласти латеральных углов бифуркации модели, но при разной величине угла 
сила воздействия потока крови на апикальный угол разная. Наибольшая 
сила воздействия потока крови (давления) на апикальный угол наблюдает-
ся при величине угла 135˚, меньше – при величине угла 90˚, т.е. наиболь-
шая вероятность выпячивания стенки артерии существует при тупом угле.  

В результате исследования установлено, что при увеличении толщи-
ны бляшек максимальные значения давления крови, напряжения сдвига и 
напряжения фон Мизеса увеличиваются, что может вызвать выпячивание 
стенки апикального угла (образование аневризмы). При этом, чем больше 
толщина бляшек в латеральных углах бифуркации модели, тем больше 
воздействие на стенку апикального угла.  

В результате изменения величины углов α и β геометрической моде-
ли было установлено, что при величине углов от 80˚ (α + β) до 110˚ проис-
ходит значительное нарастание давления крови, напряжения сдвига на 
стенке сосуда и напряжения фон Мизеса. Это свидетельствует о том, что 
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сосудистые разветвления с величиной угла от 80˚ до 110˚ предрасполагают 
к возникновению расстройств мозгового кровообращения.  

Таким образом, бляшки, расположенные в области бифуркации мо-
дели, влияют на кровоток. При небольшой толщине бляшек существует 
меньшая вероятность возникновения аневризмы, при большой толщине – 
вероятность возникновения аневризмы значительно повышается, что пока-
зано методом численного моделирования. Место деформации стенки апи-
кального угла (образование аневризмы) происходит ближе к дочернему со-
суду, имеющему меньший диаметр.  

Бляшки, расположенные в области латеральных углов ветвления, из-
меняют кровоток (изменяют гемодинамику). Так, после соприкосновения 
потока крови со стенкой апикального угла, он отклоняется и направляется 
в дочерние сосуды, приближаясь к стенке латерального угла бифуркации 
дистальнее бляшек, что может способствовать повреждению эндотелия со-
судов в этом месте и возникновению новых бляшек. Появление бляшек на 
протяжении сосуда вызывает искривление хода сосуда, то есть с возрастом 
человека артерия становится извитой. Чем больше в просвет сосуда высту-
пает бляшка и чем больше угол бифуркации сосудов, тем дальше от центра 
бифуркации влияние потока крови. Это может приводить к увеличению 
протяженности бляшек от центра бифуркации к периферии.  

Выводы 
1. Бляшки, расположенные в области латеральных углов разветвления 

внутренней сонной артерии на конечные ветви, изменяют кровоток, 
приводя к увеличению их толщины, а также протяженности от центра 
бифуркации к периферии, что способствует стенозу сосудов (ишемии 
мозга). Появление бляшек на протяжении сосуда вызывает искривление 
хода сосуда - с возрастом человека артерия становится извитой. 

2. При углах разветвления мозгового отрезка внутренней сонной артерии 
на переднюю и среднюю мозговую артерию от 80˚ до 110˚ существует 
максимальный риск возникновения аневризм. При увеличении толщины 
бляшек, расположенных в латеральных углах ее разветвления (нараста-
нии стеноза), увеличивается давление крови на меньший по площади 
участок стенки сосуда апикального угла, что способствует образованию 
аневризмы. Локализация аневризмы в области апикального угла бифур-
кации артерии зависит от величины угла и диаметра сосудов. Гемоди-
намическая теория объясняет происходящие возрастные дегенератив-
ные изменения стенки в месте разветвления мозгового отрезка внутрен-
ней сонной артерии.  
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